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CAPITOLUL 1

Introducere

In lucrarea de fata sunt prezentate metode numerice specifice ecuatiilor parabolice de-
generate. Problema tratata cu precadere, ecuatia mediului poros, reprezinta un exemplu
clasic pentru acest gen de probleme, dificultatiile pe care le ridica analiza atat din punct
de vedere teoretic cit si numeric fiind tipice in categoria mentionata (regularitate redusi a
solutiei, frontiere libere). Numeroase modele matematice conduc la ecuatii similare celei
considerate aici. Dintre aplicatiile concrete vizate amintim in primul rand modelarea
migcarii gazelor ideale izotropice printr-un mediu poros respectiv a infiltratiilor subte-
rane, teoria gazelor ionizate la temperaturi inalte, modele ale fizicii plasmei precum gi ale
dinamicii de populatie. Toate acestea au facut ca ecuatia mediului poros (alaturi de alte
probleme avand caracteristici similare) s3 fie intens studiata in ultimele decenii, rezolvarea
lor aproximativa constituind una din provocarile tentante ale analizei numerice.

Prin prezentul referat s-a urmarit, totodata, si introducerea in metoda elementului
finit. Acest domeniu a devenit unul din centrele de greutate ale analizei numerice moderne,
reprezentand practic tehnica standard de discretizare a ecuatiilor diferentiale cu derivate
partiale.

In prima parte a lucrarii sunt prezentate pe scurt suportul fizic al ecuatiei mediu-
lui poros precum gi unele aspecte teoretice legate de ecuatiile parabolice degenerate in
general si de ecuatia mediului poros in special. Totodata, sunt trecute in revista unele
tehnici de abordare numerica a problemei. Partea a doua este dedicata metodelor nu-
merice bazate pe principiul de maxim. Dupa prezentarea ideii de baza sunt analizate
semidiscretizarile temporale implicita respectiv semi-implicita impreuna cu discretizarea
completa. Estimarile de eroare obtinute dovedesc valabilitatea din punct de vedere teo-
retic a abordarii propuse, iar exemplele numerice constituie un argument suplimentar in
acest sens. Concluziile finale, precum si bibliografia utilizata completeaza acest referat.

Lucrarea de fata a fost elaborata in cadrul Centrului Interdisciplinar pentru Calcul
Stiintific al Universitatii din Heidelberg, Germania (IWR). Doresc s&-mi exprim pe aceasté
cale recunostinta fata de prof. dr. Willi Jager pentru sprijinul oferit precum si pentru
indrumarea sa generoasa. Discutiile purtate in tot acest timp cu membrii grupului de

lucru (in special cu dr. Wen-An Yong) mi-au fost un real sprijin pentru intelegerea
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1. INTRODUCERE 3

unor aspecte mai delicate ale problematicii. Sunt indatorat d-lui dr. Nicolas Neufl pentru
ajutorul acordat in vederea acomodarii cu programul UG (utilizat la obtinerea rezultatelor
numerice in cazul bidimensional) precum si pentru sugestiile sale. Nu in ultimul rand,
calde multumiri Catedrei de Calcul Numeric i Statistic din cadrul Facultatii de Mate-
matica, in special conducatorului gtiintific, prof. dr. Gheorghe Coman, pentru sprijinul
acordat in vederea continuarii studiilor in cadrul IWR precum gi pentru permanentele

incurajari.



CAPITOLUL 2

Ecuatia mediului poros

In acest capitol sunt cuprinse unele aspecte legate de ecuatiile parabolice degenerate in
general gi de ecuatia mediului poros in particular. De asemenea, este inclusa si o descriere

succinta a unora dintre algoritmii aparuti in literatura.

1. Problema model

Aceasta prima sectiune cuprinde o scurta introducere in problema model studiata,

precum gi in unele generalizari ale acesteia.

1.1. Enuntarea problemei. Problema considerata pe tot parcursul acestei lucrari
drept referinta se obtine in urma modelarii migcarii unui gaz ideal izentropic printr-un
mediu poros omogen. Legile care guverneaza aceastd miscare sunt cele de mai jos [8].
Ecuatia de stare: p = pyp®,
unde p = p(z,t) reprezintd presiunea, p = p(x,t) densitatea iar py € R™ gi a > 1 sunt
constante (x € R?,d > 1).

Legea conservdrii masei: kOp + div(pv) = 0,

unde prin v = v(z,t) am desemnat vectorul vitezei iar k € R este porozitatea mediului
(fractiunea volumului disponibild gazului).

Legea lui Darcy: vv = —uVp,

v, € RT fiind vascozitatea gazului respectiv permeabilitatea mediului

Eliminand viteza si presiunea din ecuatiile de mai sus rezulta ecuatia mediului poros
(1.1) o =A(u™), m=1+a,

in care u reprezintda densitatea scalata si prin urmare este o marime pozitiva.

Aceasta ecuatie prezinta cateva din caracteristicele tipice ale ecuatiilor parabolice
degenerate (ecuatii de tip parabolic care pot degenera in alt tip - eliptic ori hiperbolic -
datoritd anulirii difuziei). In regiunile in care u este marginita inferior deasupra lui 0,
problema mai sus mentionata este de tip parabolic regular (ori uniform), dar devine dege-
nerata in vecinatatea punctelor in care u se anuleaza. Frontiera multimii in care u este nula
reprezinta frontiera liberd, iar aparitia acesteia se datoreaza disparitiei difuziei. Acesta
reprezinta cea mai importanta caracteristica a ecuatiilor parabolice degenerate si poate fi
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1. PROBLEMA MODEL 5

interpretata gi sub forma unei viteze finite de propagare a perturbatiilor, in contrast cu
ecuatiile regular-parabolice (cum ar fi ecuatia cdldurii), unde aceasta viteza este infinita.
Un alt aspect care distinge ecuatiile parabolice degenerate de cele nedegenerate consta
in regularitatea redusa a solutiilor. In general, desi exista suficiente rezultate legate de
(Holder-) continuitatea solutiei u, nu acelagi lucru se poate spune despre derivata (slab)
a ei. Pentru cazul nostru particular exista exemple de solutii care nu sunt incluse in
H'(Q) (spatiul Sobolev al funtiilor care admit derivate generalizate de ordinul 1 la patrat
sumabile pe domeniul ), acest lucru putand fi acceptat doar pentru neliniaritatea u™.
Numeroase lucrari studiaza aceste aspecte sub diverse forme. Pentru o prezentare
exhaustivd a ecuatiei mediilor poroase vom face referire la [4]. Incheiem aceastd succinti
prezentare cu un exemplu clasic de solutie exacta dat de G. I. Barenblatt, solutie radial
simetrici avand ambele trisituri descrise mai sus. In [6] se demonstreazi ci, pornind
cu date initiale potrivite (reprezentind valoarea functiei de mai jos la momentul ¢ = 0),

ecuatia (1.1) este satisfacuta de

2 pr—
I m—1 T !
(1.2) u(t, x) = (t + 1) (md+2=3) 1 -

" 2m(dm +2 — d) (t_;_l)m
+

In acest caz d este dimensiunea spatiului, iar prin [z]; am desemnat valoarea maxima
dintre x gi 0. Asa cum se poate remarca din (1.2), solutia Barenblatt are suport compact
in orice moment finit.

Vom continua acum cu prezentarea pe scurt a unei categorii generale de probleme de
tipul celei de mai sus. Pentru aceasta este suficient sa ne referim la lucrarile lui H. W. Alt
si S. Luckhaus ([1]) ori J. Kacur ([20]), unde sunt considerate probleme de valori initiale

cu valori la frontiera pentru ecuatia cvasiliniara degenerata de tip parabolic
Oib(u) = Va(b(u), VB(u)) = f(u)  In Qr=(0,T)x,
b(u)(x,0) = b, ug) in Q,
u=uP pe (0,T)x T,
a(b(u),Vu) -v =0 pe (0,T)x (0Q\ ).

(1.3)

Functile b si B sunt continue, monoton crescatoare gi se anuleaza in 0. Despre a se
presupune cd genereaza un operator continuu gi monoton in variabila corespunzatoare
gradientului (nu neapirat liniar) iar f(-) este, de asemenea, o functionali continui. In
plus, acestea satisfac o conditie de crestere limitata, care in cazul nostru se rezuma la o
cregtere cel mult liniard in G(u). Pentru toate detaliile ne vom referi la lucririle citate

mal sus.
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S& remarcam cd in particular, luand b(u) = [u]T, B(u) = u si a(b, Vu) = Vu obtinem
ecuatia mediului poros (aceeasi situatie putéand fi obtinutd gi direct, pentru b(u) = u
si f(u) = u™). Contextul este insd mult mai larg, cuprinzind modele din filtrarea

nestationard, probleme Stefan (de topire), putand fi extins si la inegalitati variationale.

1.2. Cadrul functional. Pe tot parcursul acestui referat vom considera multimea
2 € R" deschisa, marginita, conexa avand frontiera lipschitziana. Timpul 7' este con-
siderat finit, iar prin I desemn&m intervalul (0,7"). De asemenea, vom folosi mul{imea
Qr = I x Q. Ne vom margini la cazul 9Q = T" (deci conditii la frontiera de tip Dirichlet).

Vom trece acum la formularea slaba a problemei de mai sus. Pentru aceasta facem
uz de urmatoarele notatii ([14]). Functiile avind puterea a p-a a modulului integrabila
(Lebesgue) pe Q sunt notate cu L = LP(2), iar cele esential marginite cu L™ = L>®(Q).
Prin H'? = H'?(Q)) am desemnat spatiul Sobolev al functiilor ale ciror derivate de ordin
intai sunt in LP. In cazul p = 2 (spatiu Hilbert), indicele al doilea este omis. LP(I,V)
contine functiile avand puterea a p-a a modulului (Bochner-) integrabild in raport cu
prima variabild (timpul) pe intervalul I i ludnd valori in spatiul Banach V. Pe parcursul
acestei lucrdri V' va reprezenta de reguld multimea H}(2), adicd subspatiul lui H'()
avand elemente a cdror urmd la frontiera domeniului € este nuld. Prin (-,-) intelegem
produsul scalar uzual pe L?(€2), ori dualitatea dintre Hy(Q2) si H *(2) (acesta din urma
fiind notat adeseori cu V*). Totodata, |||+, ||-|lc, ||, II*ll1, II-ll=1, II*lze(z,v) reprezintd
normele, respectiv seminormele uzuale in spatiile L2, L, H(Q), H-Y(Q), L*(I,V). In

cele ce urmeaza C va desemna orice constanta generica pozitiva.

DErFINITIA 1.1. O functie masurabila v : @7 — R este o solutie variationala a
problemei in (1.3) daca si numai daca
(1) b(u) € LQ(QT) ib(, U) € LX(1,V*), B(u) € L*(1,V);

J1(@ib(w), v) = — [, (b(u) — buo)) - v, pentru orice v € L*(1,V) N L=(Qr) cu
atv € L>(Qr), ( ) = 0;
(4ii)  [,(0b(w),v) + [,(a(u, VB(u)), = [,(f( , pentru orice v € L*(I,V).

In [1] si [20] este demonstrati existenta unei solutii slabe pentru problema de mai
sus. Unicitatea poate fi obtinuta numai presupunand unele proprietati suplimentare ale
ecuatiei (1.3).

Intrucat in lucrarea de fata ne-am propus sa tratam din punct de vedere numeric
ecuatia mediului poros, revenim la un caz particular al problemei anterioare, care are insa

unele proprietati mai bune ale solutiei slabe. Concret, vom considera problema model
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Ou — AB(u) =0, in Qr =(0,T) x Q,
(1.4) u(z,0) =ug(x) >0, In Q,
u =0, pe 012.

Similar celor de mai sus, definitia solutiei slabe a problemei (1.4) este

DEFINITIA 1.2. O functie masurabila v : @Qr — R este o solutie variationala a

problemei in (1.4) daca si numai daca

u € L®(0,T; L*(Q) N HY0,T; HY(Q)), B(u) € L*(0,T; H;(R)), u(0) = ug

si pentru orice ¢ € H} () are loc

(1.5) (Bru(t), ©) + (VB(u(?)), Ve) =0
pentru aproape orice t € (0,7).

In conditiile presupuse a fi satisficute de ciitre 3, problema de mai sus are o unici
solutie (conform [1], [18] si a referintelor citate in aceste lucrari).

Problema principala care apare in cazul analizei numerice a ecuatiilor parabolice de-
generate nu dipare nici in acest caz. Considerand ca  : R — R este o functie neteda strict
crescatoare putem intalni gi aici situatia difuziei neliniare degenerate. Degenerarea apare
in cazul §'(u) = 0 pentru o anumita valoare u. Pe tot parcursul lucririi, fara a restrange

generalitatea, presupunem cd $(0) = 0. Pentru a fi mai exacti, vom face urmétoarele

presupuneri
(A1) ug >0, ug € L=®(Q) si B(ug) € HYH(Q).
(A2) [ este continuu diferentiabild, 3(0) = 0, '(u) > 0 si 3’ poate sd se anuleze

cel mult Intr-un singur punct, pe care il presupunem a fi 0.

OBSERVATIA 1.1. In conditiile in care ug satisface (A1) se poate obtine mai mult
despre solutia u (conform [1], [4], [18], [27] si a referintelor citate In aceste lucrari). Sunt

adevarate urmatoarele proprietati legate de marginirea si regularitatea lui u, respectiv a
lui f(u)

(1.6) u € L=(Qr), O € L=(I, H(Q)), B(u) € L=(I,Hy(Q)) N HY(I,L*(Q)).

Mai mult, are loc principiul comparatiei, prin urmare daca datele initiale i cele de pe

frontiera sunt pozitive, aceeasi proprietate o va avea si solutia insasi. Avand in vedere

modelul fizic de la care am pornit, pozitivitatea datelor initiale si pe frontiera reprezinta
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o proprietate naturala. Ea va juca un rol important si in capitolul urmator. Totodata,

acest principiu ne arata ca u este esential marginita.

Prin (A2) se garanteaza faptul ci § are o inversd 37!, care este continuu diferentiabila.
In aceastd situatie, pentru orice valoare (mici) € > 0, vor exista doud constante C; si Cy

(depinzand de ¢) astfel incét sa aiba loc
(1.7) 0<Cife) < (B7)(0) < Cale) < oo, VO € [B(e), BM).

In acest caz M este o constantd care ulterior vom presupune ca depaseste valoarea datelor
initiale gi a celor pe frontiera. Asgadar, vom presupune ca valoarea initiala u, satisface
inegalitatea ||ug|lcc < M.

In general va exista o dependenta regulara a constantei C; de € in sensul in care
tinderea lui ¢ citre 0 nu va afecta valoarea constantei C;. In sprijinul acestei afirmatii

vom veni cu cazul ecuatiei (1.1). Prin urmare vom putea utiliza in continuare Cy in locul
lui 01 (6 )

OBSERVATIA 1.2. Aga cum rezulta atat din definitia solutiei slabe, cat si din pro-
prietatile cuprinse in relatia (1.6), regularitatea lui §(u) este mai buna decat cea a solutiei
u. Aceasta observatie justifica abordarea numerica bazata pe obtinerea in prealabil a ne-
cunoscutei § = (B(u), ulterior deducandu-se valoarea corespunzitoare pentru u. Este de

asteptat si o estimare mai buna a erorii in raport cu 6.

2. Metode numerice

Continuam acum cu prezentarea unor aspecte legate de rezolvarea aproximativa a
ecuatiilor considerate pana acum. Exista diferite abordari numerice ale problemelor de
tipul celor de mai sus. Asa cum afirmam anterior, problemele apar datoritd degenerarii
ecuatiei parabolice, fapt care conduce si la aparitia frontierelor libere (in general frontiera
domeniului in care solutia este strict pozitiva). In vecinitatea acelei multimi gradientul
solutiei devine infinit. Acest fapt se rasfrange atat asupra analizei numerice cét si a
rezolvarii numerice efective. Acest ultim aspect obliga la o discretizare extrem de fina
a regiunilor mentionate, generand cregterea excesiva a dimensiunii problemelor discrete,
de unde si un consum mare de resurse (memorie si timp de calcul). Totodatd, in cazul
metodelor de discretizare temporala explicite sau semi-implicite, pasul de timp este supus
restrictiilor legate de discretizarea spatiald (datorita conditiilor de stabilitate).

Putem distinge doua mari clase de scheme numerice pentru rezolvarea ecuatiilor
parabolice degenerate. Prima se bazeazd pe urmarirea evolutiei frontierei libere (cum

ar fi, de exemplu, schema conceputa de Di Benedetto si Hoff [12]). Metodele din cea de-a
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doua clasa incearca sa determine pe parcursul obtinerii solutiei unde se situeaza frontiera
liberd. In cele ce urmeazi ne vom concentra asupra celor din urma. Fara a intra in
detalii vom mentiona faptul ca i in acest ultim caz se poate realiza o urmarire indirecta
a frontierei libere prin metodele de discretizare adaptiva (cum ar fi cele dezvoltate in [5],
[24], [25], [36] si lucrarile citate acolo).

Si in clasa schemelor care detecteaza singure frontiera libera putem distinge mai multe
categorii. O prima abordare determina direct solutia u (cum sunt cele descrise in [2], [36]).
A doua posibilitate se bazeaza pe proprietatea de regularitate amintita in observatia 1.2
si detemina initial necunoscuta 6 asociata lui (u), urménd ca apoi u s fie reconstituita
printr-o postprocesare (acesta fiind cazul schemelor cuprinse, spre exemplu, in [16], [17],
[23], [32] ori [37]). O ultima categorie de algoritmi detemina ambele necunoscute simul-
tan, rezultind un procedeu neliniar ([3], [13], [19], [24], [26]). In unele cazuri aceste
abordari conduc la estimari de eroare optimale ([19], [31]), insa schemele sunt mai greu
de implementat practic necesitand rezolvarea unor sisteme neliniare, ori chiar si probleme
avand dimensiunea dubla.

Legat de discretizarea propriu-zisa, exista gi aici diferite abordari. Mergand pe linia
adoptatd in monografii dedicate numericii ecuatiilor parabolice (cum ar fi, de exemplu
[35]), initial s-a propus tratarea in prealabil a spatiului, de aici rezultdnd un sistem de
ecuatii ordinare rezolvabil prin metode specifice acestora. Dar prin acest procedeu nu
se tine seama de structura problemei initiale, anume faptul ca s-a pornit de la o ecuatie
cu derivate partiale. In special in cazul aparitiei unor factori de transport (derivate de
ordin intai), acest lucru conduce la eforturi suplimentare daca se urméreste o rezolvare
eficienta. Din aceasta cauza, in ultimii ani a cagtigat tot mai mult teren abordarea inversa
(discretizarea temporala, rezultand un gir de probleme eliptice, urmata de cea spatiald).

Una din posibilitatile de investigare a problemelor de tipul celor in (1.4) constd in
regularizarea parabolica, care poate fi realizata in diverse moduri. O tehnica larg utilizata
constd in modificarea neliniaritdtii 8 ori a coeficientului difuziei 3’ astfel incat acesta
din urma sa nu se mai anuleze. Dintre schemele numerice obtinute prin acest procedeu
amintim cele din [16], [17], [23], [25], [26] ori [32].

Pe de alta parte, conform [27], putem afirma ca, in cazul in care sunt cautate solutii
pozitive, dificultatile datorate degenerarii ecuatiei pot fi evitate printr-o perturbare a
datelor initiale si la frontiera astfel incat solutia obtinuta este marginita inferior deasupra
lui 0, punctul de degenerare. Aceastd posibilitate a fost descrisa in [29], [37] si este

prezentata pe larg in capitolul urmator.
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Incheiem aceastd sectiune cu prezentarea schemei de aproximare propusa de W. Jager
si J. Kacur - [16], [17]. Facem acest lucru atat datorita eficientei metodei - ilustrata si
in [5] - si a generalitétii ei (filnd aplicabild problemei definite in (1.3)), cat si datorita
similitudinii schemei tratata in capitolul urmator cu cea de mai jos.

Fie n € N gi 7 = T/n pasul de timp, u' o aproximatie a solutiei v la momentul
ty = k- 7. Aproximatia % a lui 3(u*) va fi obtinutd in momentul ¢, rezolvand ecuatia
eliptica

M(0F = B(u*)) = 7Va(ut T, VOY) =1 f(ut ),

2.1
( ) 9k|39 :07

unde A\, € L*°(Q) satisface conditia de convergenta

() + (6 = B )
0 = Bl )

cu functia aditionala de relaxare p; satisfacand

a { K BY(Bur L) + a(6% — Bub 1)) — ukl} |

. — < < mi
(2.3) 7. S Hk < min B D)

B
Aici K,a € (0,1) sunt parametri ai metodei, Ls constanta Lipschitz a functiei 3, iar

(2.2)

<T

ba(u) = b(u) + 7%, d € (0,1/2).
Valorea lui u* se obtine din
(2.4) u =t 4 e (8° — B(u*T).

Pentru completitudine vom mentiona faptul ci u° este dat de conditiile initiale.

In schema de mai sus, pentru #* = 3(u* 1), raporturile din (2.2) si (2.3) se inlocuiesc cu
b (uP 1) min { K, o/ B'(u*1) }, respectiv min { K, o/ B'(u*~1) }. In [17] este propusi si o
metoda iterativd de rezolvare a problemei eliptice neliniare din (2.1) bazata pe actualizarea
succesivi a necunoscutelor 0%, A\, (.

Legat de convergenta schemei mai sus mentionate, pentru cazul general poate fi
obtinuta doar existenta unui subsir al sirului solutiilor {6"},cn care tinde in L*(Qr),s < 2
la una din solutiile problemei definite in (1.3). In cazul ecuatiei mediului poros, in [15]
este demonstrata convergenta metodei prin obtinerea unei estimari a erorii.

In [32], [33] M. Slodi¢ka propune o metods semi-impliciti de discretizare a ecuatiei
definite in (1.4) cu partea dreapta nenuld (termeni sursd). Regularizarea problemei se
face ludnd drept neliniaritate functia f.(u) = ((u) + u, necunoscuta fiind 6 = [.(u).

Metoda obtinutd este similara cu cea descrisa in [17], cu diferenta cd in (2.1), in locul
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lui A\, va aparea \,_;. Totodata, estimarea erorii de aproximare este inferioara celei din

cazul precedent.



CAPITOLUL 3

Scheme numerice bazate pe principiul de maxim

Acest capitol este dedicat exclusiv rezolvarii numerice a ecuatiei mediului poros pornind
de la principiul de maxim. Vom aborda initial discretizarea temporala, unde vom stu-
dia schema implicita precum si pe cea semi-implicita, iar apoi vom continua cu analiza
discretizarii complete. Pentru sustinerea efectivitatii schemelor propuse vom apela la

estimarile de eroare obtinute precum si la exemple numerice.

1. Ideea de baza

In cele ce urmeaza vom considera ecuatia definitd in (1.4)

Oyu — AB(u) =0, in Qr =(0,7) x Q,
(1.1) u(z,0) = ug(x) > 0, in
u =0, pe 09,

iar cand vorbim de o solutie a ei ne gandim la solutia slaba asa cum rezulta din definitia
1.2. De asemenea, consideram adevirate presupunerile (A1) si (A2) enuntate in capitolul
precedent.

Aga cum remarcam in observatiile 1.1 gi 1.2, daca luam in considerare necunoscuta
0 = ((u), beneficiem de avantajele unei regularitdti mai bune. Acesta este motivul pentru
care In numeroase scheme numerice se obtine initial €, iar ulterior este dedusa valoarea
corespunzatoare lui . In cele ce urmeazi vom respecta si noi acest principiu.

Totodata am sustinut faptul ca este convenabila transformarea ecuatiei initiale in una
parabolica regulara, aceast lucru putandu-se face prin modificarea neliniaritatii # ori a
coeficientului difuziei ', astfel incat valorile acestuia s& nu se mai anuleze. In prima din
cele doud obsevatii mentionate mai sus afirmam ci pentru u - deci si pentru f(u) - are
loc principiul comparatiei. Prin urmare, in cazul in care se cautd solutii pozitive (lucru
natural avand in vedere modelul de la care s-a pornit), dificultatile cauzate de degenerarea
ecuatiei pot fi evitate printr-o perturbare a datelor initiale respectiv la frontiera, solutia
rezultatd ramanand nenuld ([27]). Conform literaturii consultate pani acum, aceasta
tehnica nu a mai fost aplicata in vederea obtinerii unei scheme de rezolvare numerica.

12
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Abordarea propusi constd in rezolvarea problemei definitd in (1.1) cu date perturbate
local (acolo unde este necesar) in locul celor prescrise. Principiul de maxim ne garanteaza
faptul ca solutia problemei perturbate va lua valori marginite deasupra lui 0 — punctul
de degenerare, fapt ce ne permite aplicarea ulterioara a oricarei metode numerice pentru
ecuatii parabolice regulare. Acesta este ideea de baza a metodelor propuse mai jos.

Avand in vedere regularitatea redusd in raport cu variabila ¢ (timpul) a solutiei u,
respectiv f(u) - aga cum rezulta din observatiile 1.1 gi 1.2 - ne vom limita la o metoda de
discretizare in timp cu un pas. Concret, vom considera metodele Euler implicita si semi-
implicita, iar discretizarea spatiala va fi facuta cu ajutorul metodei elementului finit,
anume o varianta a acesteia care asigura conservarea principiului de maxim gi la nivel

discret.

2. Metoda Euler implicita

Vom considera acum discretizarea temporala prin metoda Euler implicita a problemei

definite in (1.1), in conditiile perturbdrii locale ale datelor initiale si la frontiera.
2.1. Prezentarea metodei. Fie n un numar natural i 7 = T//n. Aplicind metoda
Euler implicita obtinem
B0 — 5 (0F) =rAet,
9k+1|89 Eﬂ(s)

unde £k = 0,n—1 51 8° = B(uo) + B(¢)vo, € fiind un numdr strict pozitiv (dar mic) iar
vg € H'(Q) o functie artificiald. Prin 6% am aproximat 0(ty) = B(u(ty)), cu tp = k.

(2.1)

Pentru obtinerea aproximatiei necunoscutei initiale © vom folosi inversa functiei [ astfel
incat

uk-i—l — ﬂ—l(gk-i—l)’
unde k£ =0,n — 1.

Alegerea functiei vy depinde de datele initiale originale uy(z) dupd cum urmeaza

(22) UO‘{UOZE} = 0, Vo S 1 §l ﬂ(UO) + ﬂ(é‘)vo Z 5(5)

Inegalitatile considerate aici, ca si pe intreg cuprinsul acestui referat atunci cand implica
marimile u gi 6, trebuie luate in sensul de aproape peste tot (a.p.t.). Un exemplu tipic

pentru vy este

(2.3) vy = [1 - ﬁ(uo)]

p(e)
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Avéand in vedere faptul ca am considerat initial valori la frontiera nule, este necesar ca
acestea s fie ridicate la 3(¢) In (2.1).

Este de interes sa mentionam aici faptul ca schema propusa mai sus are un grad de
similaritate cu metoda Jager-Kac¢ur pentru o alegere particulara a parametrilor. Astfel,
dacd in inegalitatea (2.3) se impune egalitatea lui y cu termenul din partea dreapta, ludnd
Ak identic cu py astfel obtinut (lucru recomandat de autori in cazul ecuatiei considerate
de noi) si fortand « s ia valoarea 1 (valoare neadmisa teoretic, ea nepermitand obtinerea
convergentei in abordarea autorilor, ins& cu rezultate practice foarte bune) vom ajunge la
situatia de mai sus abstractie facand de controlul necesar al lui jiy. In algoritmul propus
in [17], in cazul in care p; depiseste o valoare prescrisa K, el va fi redus la acea valoare.
In cazul nostru, datorita perturbarii datelor, controlul unei astfel de valori nu mai este

necesar.

OBSERVATIA 2.1. Ca si in (2.2), datele initiale sunt perturbate doar local. Aceasta
aduce un plus de eficientd metodei, insa rezultatele ce vor fi enuntate mai jos raman

valabile gi in cazul unei perturbari globale (cum ar fi, de exemplu, vy = 1).

Vom trece acum la analiza schemei propuse in (2.1). Aceasta include i prezentarea

unei modalitati de rezolvare iterativa a problemelor neliniare rezultate.

2.2. Analiza problemelor eliptice. Aceasta parte este dedicata analizei probleme-
lor definite in (2.1), care, pentru orice k, reprezintd o problema Dirichlet atagatd unei
ecuatii eliptice neliniare. Pentru inceput vom scrie aceste probleme in forma variationala

luand
V={peHj(Q):0<p<pB(M)-pb), apt.}

iar pentru orice ¢ € V si ¢ € Hy(Q),

( ) (B W+ B()) =&, 0) +7 (4, ),
(ﬁlek —&‘gp)

apartenenta lui 6% la B3(¢) + V urménd a fi ardtatd ulterior. Teorema lui Riesz aratd
ca V este inchisa, iar convexitatea acesteli multimi este evidenta. Forma variationala a

problemei in (2.1) este data de
(2.4) a(0* — B(e), ) = fr(p),  pentru orice ¢ € Hy(Q).

(A1) garanteazi apartenenta lui 6° la 3(c) + V. Presupunand ci si 0% are aceeasi

proprietate pentru un k£ > 0 poate fi utilizat procedeul inductiei matematice.
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0%t € B(e) + V se obtine printr-o iteratie bazati pe formularea din (2.4) in locul

schemei numerice definite in (2.1). Pentru aceasta fie constanta
(2.5) K > Cy(e)
si, pentru orice ¥, p € Hy(Q) si ¢ € V, definim
ax(,0) = KW, 9) +7,¢),
fr(s0) = K(¥, )+ (87(6%) = 7 (¥ + B(e)), 0).

Schema iterativa este introdusa printr-un operator pe V. In acest scop, pentru orice
® € V, apilcand lema Lax-Milgram se obtine cite un unic element T € H{(f2), lement

ce satisface

(2.6) ax (T, ) = fx(¥; @) Vo € Hy(Q).

Astfel s-a definit un operator T pe V cu valori in Hg(€2). Mai jos vom arita cd, alegind
o norma convenabila, 7" este o contractie pe multimea inchisa V. Asadar, iteratia de mai

jos este bine definita
cui>0si9® € V. O alegere convenabild pentru 1° este 1% = 0¥ — 3(¢), iar pentru §*+*

6"+ = B(e) + lim o',

71— 00

Existenta acestei limite si apartenenta lui 8! la 3(¢) + V va rezulta in urma aplicirii
teoremei de punct fix lui 7.
Un prim pas in demonstrarea acestor proprietati este ficut prin urmatorul principiu

de maxim
LEMA 2.1. Dacd (A2) are loc s1 6% € B(e) +V, atunci TV C V.

Demonstratie. Fie ¢ € V. Aratam, pentru inceput, ca fx(1;¢) > 0 pentru orice ¢ > 0.
De fapt, intrucat 8% > 3(¢), conform (A2) are loc 3 1(6%) > 31(5(¢)). Atunci,

fe@Wi) = (Ev = 71 (¥ + B(e)) + B7(B(e)), ) + (B71(6%) — 57 (B(e)), ¢)
= (Kv— (67 0),90) + ( %) = B7H(B(e)), ¢)
> (K=(B71(0)w,¢) >

S-a tinut cont de faptul ca 6 € [3(¢), B(¢) + ] si de inegalitatea (2.5), deci

(B71)(0) < Cale) < K.
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Luand ¢ = [-T9], € Hj(2) suntem condusi la

0< fr(se) =ar(T,¢)
= K (T9,[-TY],) +7(T%,[=TY],)
= K(= [T, [-T¢l) + (- [-T¥],,[-T¥],) <0.
Aceasta arata ca
((=TY],, [-Ty],) =0
Prin urmare, [~7T%], = 0 a.p.t., deci, % > 0 a.p.t..
Rationand similar cu G(M)— () =T si f(M)— () —1 in locul lui T4 si 9 rezulta
inegalitatea 7Y < B(M) — [(e) si cu aceasta demonstartia este completd.
Acum poate fi aratata contractivitatea operatorului 7' pe multimea inchisa V intr-o

norma aleasa convenabil.

LEMA 2.2. In conditiile lemei 2.1 existi o normd pe Hy(Q) echivalentd celei uzuale,

astfel incat T este o contractie pe mulfimea inchisa V.

Sa remarcam faptul ca nu apare nici o restrictie legatd de ordinul de marime a pasului
de timp 7.
Demonstratie. Este ugor de observat faptul ca |||k = v/ax(p, @) reprezintd o norma pe
H}(9Q), care este echivalentd celei uzuale. In cele ce urmeazi vom ariita ci, in raport cu

aceastd norma, T este contractivd pe V. Fie 91,15 € V. Din (2.6) se deduce ca

ag(Thy — Tipy, 0) = K (b1 — 2, 0) — (67 (1 + B(e)) — 7 (42 + B(e)), ©)
= (K= (87 @O)(% —2),9)
< (K =) f[Yn = ellllll
I =l el
VK VK
< (1 - 3) 41—l

Luand ¢ = Ty — T rezulta relatia

IN

(K — Cl)

1T — Tebsl| ke < (1 - —) |1 — sl

ceea ce arata ca T este o contractie.

OBSERVATIA 2.2. Demonstratia de mai sus arata i ordinul de convergenta al iteratiei
propuse in (2.7), anume 1 — O(1/Cy(¢)). Pentru £ mic este aproape de 1. De aceea ne
vom referi la aceasta varianta mai mult sub aspectul ei teoretic. impreuné cu discretizarea

spatiala am considerat o alternativa la iteratia de mai sus.
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OBSERVATIA 2.3. Rezultatul anterior implica un principiu de maxim gi pentru solutia
problemei definite in (2.4). Dar acest fapt putea fi obtinut direct, intr-o maniers similara

demonstratiei lemei 2.1.

Prin teorema anterioara am aratat cd problema pusd in (2.4) are o solutie unicd in
multimea convexa si inchisa V. De fapt, aga cum rezulta de mai jos, unicitatea se ex-
tinde asupra intregului Hg (), existenta putand fi aritatd cu ajutorul lemei Lax-Milgram

neliniara.
LEMA 2.3. Problema definitd in (2.4) are cel mult o solutie 01 € (B(e) + HE(Q).

Demonstratie. Fie ¥, ¢ € Hy(Q). Datoritd monotoniei lui 37" are loc

a(, ¥ — @) —a(p, ¥y — @) = (B~ (W +B(e)) — B (e +B(e)), ¥ — 0) + 7Y — ¢}
> 7l —olf.
Din aceasta rezulta monotonia strictd a formei a, ceea ce implicd unicitatea eventualei
solutii. ¢

OBSERVATIA 2.4. Ecuatia originald (1.1) poate degenera numai in v = 0, pentru care
£'(0) = 0. Datorita principiului de maxim demonstrat mai sus avem garantia faptului ca,
daca datele initiale si valorile la frontiera sunt marginite deasupra lui 0, acelagi lucru va fi

valabil gi pentru solutie. Aceasta este idea de la care am pornit in abordarea degenerarii.

OBSERVATIA 2.5. Iteratia se bazeaza pe operatorul T, care a fost utilizat si in [34],
pp- 96. Dar in cele de mai sus am aratat ca, in cadrul definit de lema 2.2, T este
o contractie, ceea ce simplifica mult demonstratia. Utilizand monotonia lui 7" putem

realiza o demonstratie similard celei din [34].

2.3. Estimarea erorii. Vom trece acum la demonstrarea convergentei metodei pro-
puse in (2.1) prin estimarea erorii dintre solutia numericd 6 si marimea (3(u) — densiatea
scalatd, unde u este solutia exactd a problemei (1.1). Pentru aceasta vom demonstra

urmatorul rezultat de stabilitate

TEOREMA 2.4. Presupundnd (A1) si (A2), pentru orice p < n are loc

p p
(2.8) T (|9p+1|§ + Z oF ! — g f) +2C4 Z |05+ — 9’“”2 < 7]6°3.

k=0 k=0

Demonstratie. Considerand ¢ = 0" — 0% € H}(Q) in (2.4), se obtine

(ﬂ—l(ak—i—l) _ ﬁ—l(ek), 9/9—1—1 _ 91@) 4T <9k—|—1’ ek—l—l _ 9k> =0.
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Are loc
9 <9k+1’9k+1 . 9k> _ ‘9k+1‘5j . |9k|i + |9k+1 _ i’

in timp ce monotonia lui 3! si (1.7) conduc la

(2.9) (B71(6%Y) — 571(6%), 0*+! — 0%) > ¢ ||6*H — ¢¥||” > .

Din prcedentele doua relatii se deduce ca

1) (- =) o - <0

Insumand (2.10) pentru k = 0, p se ajunge la inegalitatea din (2.8). ¢

Totodata, in cele ce urmeaza se va face face uz de urmatoarea lema.

LEMA 2.5. Pentru orice u > 0, fie
ut =B (B(u) + Be)).
Daca § satisface (A2), atunci are loc
(2.11) 0 <u® —u<e+Cye)f(e),

unde Cy(e) a fost definit in (1.7).
Demonstratie. Datoritd faptului cd 47! si § sunt crescitoare iar £ > 0, are loc

u=F"(B(w) < B7H(B(w) + B(e)) = .

Pe de alta parte, din terorema lui Taylor se deduce ca

ut = B7(B(u) + B(e)) = 7 (B(max(u, €))) + A(min(u, ))(671)'(6),

unde 6 reprezintd o combinatie convexa intre 3(u)+ B(¢) si f(max(u,¢)), ambele marimi

fiind mai mari decat ((¢) intrucat u > 0. Asadar,

B~ (B(max(u,))) < u+e, B(min(u,e)) < B(e) and (B71)(0) < Ca(e),
prin urmare
u® <u+e+ Cy(e)Be).
¢
OBSERVATIA 2.6. Dacd pentru (3 are loc € - inf {#'(x) : = € [e, M|} > C3(e), propri-

etate adeviratd in cazul 3(u) = u™ pentru m > 1, atunci in lema de mai sus se poate

renunta la termenul Cy(2)5(¢).

Acum poate fi demonstrat rezultatul principal al sctiunii.
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TEOREMA 2.6. Presupundnd adevdrate (A1) si (A2), dacd u este solutia slabd a
problemei (1.1), atunci

2 2
18(0) = 0al122 g + i [ e [BCu®) — 0M1at| + | [ 18(u(®)) — 0a(t)]d],
< C{r+e+ (Co(e)B(e))* + B2(e)}
unde Oa(t) = 6% pentrut € (ty_1,t1],k = 1,n si, pentru orice k, 0% rezolvd problema

definita in (2.4).

Demonstratie. Demonstratia se bazeaza pe procedeul descris in [23], utilizat si in [32],

22| and [15]. Integrand ecuatia din (1.5) pentru ¢ € (¢;_1,t;) se ajunge la
Jj—

(2.12) (u(t;) — u(t </ B(u(t))dt, go> = 0.

Scizand din (2.12) relatia (2.4) si insuménd rezultatul obtinut pentru j = 1,k se deduce

egalitatea

(2.13) (ulte) = 57(0%).0) = (ulte) = 5(0°). )+ 3 < | state) - e, 90> ~o.

Din 6% € f(e) + H; (Q) si f(u) € L*(0,T; H}(Q)) rezultd ci j;i"_l B(u)dt + 7(B(e) —
0%) este un element al lui H}(f2). Prin urmare, ludnd ¢ = fttk’“_l (B(u) — 6F) dt =
ttkk—l B(u)dt + 7(58(g) — 0%) si adunand relatia de mai sus pentru k = 1, n se obtine

n

> (u(tk) - 5‘1(9'“),/tk [6(u®) - 9k]dt> - (U(to) - 5‘1(90),/tk [6(u%) —Gk]dt>

(2.14) + Z Z < / — 07)dt, /t " [B(u) — 0% + ﬂ(e)]dt> =0.

k=1 j=1
Acum trebuie estimat;i fiecare din cei trei termeni din (2.14), notati cu 71, T, respectiv

T3. Pentru T3, intrucit 3(c) este constantd, identitatea

n k n 2 n
QZak (Zaj>:(2ak> +Zaﬁ
k=1 j=1 k=1 k=1

conduce la

(2.15)
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T, poate fi descompus in modul urmator.

Ty= Yoy [ib | (ulte) = B7H(0%), Bus(1)) — 6%) di
= ZkLal(tk—u@>mw@»—9ﬂm
+ Yk Jo (ult) = wf (), Bu(t)) — 60%) dt
+ 3 n foE () = BH(68), Blus(1) — 60%) dt
= Ty + Ty +Tis.
Din teorema 2.4 rezultd c& 6, — 3(c) € L*(0,T; H3(2)). Deoarece d,u € L*(0,T; H 1())
si B(u) € L*(0,T; Hy(Q)), are loc

T| = Z / (u(te) — u(t), B (1) — 0°) dt
(2.16) = /t (/ Ovu ds, B(us(t)) — ) dt

<7 ||8tu||L2(0,T;H—1(Q)) 16(w) — 0 + ﬂ(g)HLZ(O,T;H(}(Q)) <Cr.

Pentru 171,, lema 2.5 conduce la

|Ths| < Z/t (t), B(u(t)) — 0’“) | dt
< / o~ a0 — 6]

(2.17)

<te+ O Y [ 180 -

te—1
8 + 02
Z / 1B(u) — 6412 + 6C (= + Ca()B(c)).
tg_1

. a? b
In cele de mai sus s-a utilizat marginirea lui {2 precum si inegalitatea ab < — + —, 6

6 4
fiind un numar pozitiv ce urmeaza a fi determinat ulterior. Estimarea lui 773 este mai

simpla, asa cum rezulta din

Ty = Z / [ = 560 - 9

(2.18) =Z / | 7Y @) -6ty

>012 / 18w () — 64| dt,
tp—1
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cu 6 intre B(u®) si 6*.
Pentru a majora Ty se procedeaza intr-o maniera similara celei aplicate in cazul lui
Ty5. Conform (2.2) are loc

Bluo) < 0° = Bluo) + Ble)vo < Bluo) + B(e) = Blup),
care, impreuna cu lema 2.5 conduce la
(2.19) 0< B (0% — up < uf —up < £+ Cy(e)B(e).
Prin urmare,

|T2|<Z / 1872(8%) = wollooll B) — ¥]| 1

(2.20) o
€+ 2
Z / 18(u°) — 64|12 + 6C (= + Cale)B(2)).

Luénd in considerare toate inegalitdtile din (2.15) - (2.20), relatia (2.14) aratd c&
0= Thu+Tn+Ts+T+T;

> _CT_QMZ,C LB <9’f||2

—26C (e + Ca(e ) (€)+Cr )y 1ftk ) IIﬁ () — 0*[]*dt

o[ g B — et + 53 | G - 04

Cu 6 ales corespunzator se obtine

Z/MIW e \/ ) — Oa (0t

(2.21) < C{r+e*+ (Cole)B(e)}

2

— 6F)dt

+Z

1

In final mai remarcam faptul ca

18(u) = 0% = 11B(w) — 0% + B(e)l
18(w) = 6% = 18| = [lIB(w) = 8[| = CB(e)],

asadar
2(18(u%) — 6|1 > [|B(u) — 6*||* — CB*(e).

Relatia de mai sus, impreund cu (2.21), demonstreaza rezultatul dorit.



2. METODA EULER IMPLICITA 22

OBSERVATIA 2.7. Dacd [ are proprietatea f(u)+5(v) < f(u+v) - care este adevarata

in cazul B(u) =wu™ cu m > 1, inegalitatea din lema 2.5 devine
O<u* —u<e.

Acelasi lucru este valabil si in situatia descrisa in observatia 2.6. Totodata, este de asteptat
ca f3(g) sd aiba un ordin de marime mai mic decat . Prin urmare, eroarea de aproximare

devine

" 1BGu(e) ~ 049ae] -+ | [ 18(u(0) ~ 6 ()t

te—1

<C(r+¢?).

18(0) = 6l g + iy

OBSERVATIA 2.8. Din rezultatul precedent se poate deduce faptul ca schema descrisa
in (2.1) are, din punct de vedere teoretic, un comportament cel putin la fel de bun ca si cele
1/2

)

propuse in [23], [16] and [32]. Schema tratata in [23] are ordinul de convergenta 7'/%, iar

cea din [32] este de ordin 7'/

. Pentru metoda Jager-Kac¢ur ([17]) s-a demonstrat in [15]
o estimare proportionals cu 71/%. Recent, pentru schema propusi in [19], aplicindu-se
tehnica descrisd in [31], s-a putut obtine ordinul optimal (O(7)), insd, asa cum spuneam

si in capitolul precedent, schema este dificil de implementat.

O consecinta imediata a rezultatului precedent o constituie estimarea erorii pentru

necunoscuta u. Are loc

TEOREMA 2.7. In conditiile teoremei 2.6, dacd u este solutia slabd a problemei (1.1),

atunci pentru orice k =1,...,n are loc
lu(te) = 871 (Bk)ll-1 < C {7+ &>+ (Cale)B(e))" + 5°(e) } -
Demonstratie. Demonstratia porneste de la relatia datd in (2.13). Pentru orice k£ < n si

© € H}(Q) are loc

?

|(u(te) — B7HE%), )| < |(ulte) — B7HE°), )| +

2 </ B(ult) - i, <,o>

prin urmare

|(u(te) = 671(0%), 0)| < llell |lulto) — 871(6°) +

Z / Blut)) — 0

Tindnd seama de inegalititile cuprinse in (2.19) si (2.21) precum si de definitia normei

1

|| - || -1 se obtine rezultatul dorit. ¢
Si in acest caz, in conditiile enuntate in observatia 2.7, se poate renunta la ultimii doi

termeni al inegalitatii de mai sus.
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3. Metoda semi-implicita

Vom considera acum discretizarea temporald a problemei definite in (1.1) printr-o
metoda de tip Euler semi-implicita. Ramanem in aceleasi conditiile de perturbare locala

a datelor initiale gi la frontiera.

3.1. Prezentarea metodei. Fie n un numéar natural si 7 = 7//n. Pornind de la
schema imlicita definitdin (2.1) putem construi urmatoarea variantd linearizata, care apare

in mod natural
(051 — 0%) =r AGF+H,
(3.1) 0" |90 =B(e),
o1 =(B7)(0°H)

pentru orice k = 0,n — 1, unde 6° = B(up) + B(c)vy 1 g0 = (87')'(6°). Functia v, este
construitd ca si in sectiunea precedentd (un exemplu a fost dat in relatia (2.2)), iar valorile

la frontiera sunt modificate cu f(¢).

OBSERVATIA 3.1. Pentru analiza acestui algoritm vom face o presupunere suplimen-
tard celor doud din sectiunea precedentd ((Al) si (A2)). Vom considera si /' ca fiind
Lipschitz continua, iar Lg va reprezenta o constantd superioara celor lipschitziene atat

pentru 5 cat si pentru 5.

OBSERVATIA 3.2. Ca si in (2.2), datele initiale sunt perturbate doar local. Aceasta
aduce un plus de eficienta metodei, insa rezultatele ce vor fi enuntate mai jos raman

valabile gi in cazul unei perturbari globale - cum ar fi, de exemplu, vy = 1.

OBSERVATIA 3.3. Dupa cum rezulta din schema de mai sus, la fiecare pas de timp se
rezolva o ecuatie liniara de tip eliptic, cu toate avantajele care decurg din aceasta fata de
schema implicita neliniara. Pretul platit pentru simplitate consta intr-o estimare a erorii
inferioara celei precedente. Insd acest lucru este mai putin observabil din punct de vedere

practic.

Aga cum remarcam gi in cazul schemei anterioare, exista un grad de similaritate cu
schema propusa de aceastd datd de M. Slodica in [32], unde regularizarea problemei este
facuta printr-o perturbare globala a functiei f. Dar pentru schema de mai sus nu mai
este necesara o astfel de modificare, fapt datorat principiului de maxim. Principiul este
valabil si In acest caz si da sens metodei propuse prin eliminarea riscului ca valoarea lui

0 s& deving infinit.
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3.2. Estimarea erorii. In cele ce urmeazi vom demonstra convergenta schemei
semi-implicite dand din nou o estimare a erorii. Intrucat in demonstratiile de mai jos sunt
folosite aceleasi idei ca si in cazul implicit, vom insista doar asupra aspectelor diferite care
apar in noua situatie. Vom porni si aici de la formularea variationala a problemelor ce
apar in (3.1), care pentru fiecare k sunt eliptice si liniare cu conditii la frontierd de tip
Dirichlet

(3.2) (o(0*F = 04), ) + 7 < 0" p>=0

pentru orice ¢ € H{(Q) si k > 1, cu o = (871 (6%), 0% € B(e) + V si V definit in
sectiunea precedenta.

Pentru orice k < n, daca oy satisface a.p.t. in €2 inegalitatile
(33) 0<Ci <o < 02(8) < 00,

existenta si unicitatea solutiei ¥+ € H'(Q)) este garantati de lema Lax-Milgram. Demon-
strand apartenenta lui #**! la submultimea ((¢) + V, inegalitdtile care apar in (1.7)
garanteazd faptul cd si o,y satisface (3.3). Tindnd seama de modul in care au fost
alese datele initiale, conform (1.7), (3.3) are loc pentru k& = 0. Aplicand acum principiul
inductiei matematice se obtine existenta si unicitatea solutiei problemei (3.2) impreuna cu
apartenenta ei la §(¢) +V - de unde si proprietatea (3.3) - pentru orice k < n. Totodata,
prin aceasta s-a aratat ca schema semi-implicita are sens.

Afirmatia anterioara este sustinuta de urmatoarea lema analoaga lemei 2.1

LEMA 3.1. Dacd (A2) are loc in forma extinsd din observatia 3.1 si 0% € B(e) +V,
atunci 0% € B(e) + V.

Demonstratie. Demonstratia este similara celei date pentru lema 2.1. Problema definita

in (3.2) poate fi scrisd in forma echivalentd

(3.4) (0u(0! = B(e)), ) + 7 < 0", >= (0u(6" — B(e)), ¥)

pentru orice ¢ € H}(Q).

Luand ¢ din multimea V', are loc (0% (6% — (3(¢)),¢) > 0. Scriind egalitatea (3.4) cu
o= [B(e) - 0’°+l]+ € V se obtine ca si in lema 2.1 inegalitatea **1 — 3(¢) > 0 a.p.t.. A
doua inegalitate rezulta analog, ceea ce incheie demonstratia. {

Stabilitatea aproximatiei este cuprinsa in urmatoarea teorema.
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TEOREMA 3.2. Presupundnd (A1) si (A2) in forma extinsd, dacd 6% rezolvd problema

(8.2), pentru orice p < n are loc
p p

65) o (e - ) 4230 -0 <
k=0 k=0

Demonstratie. Luand in (2.4) ¢ = 0¥ — 6% € H}(Q) si insuménd egalititile rezultate
pentru k = 0, p se obtine ca si In cazul teoremei 2.4 rezultatul dorit. ¢

Acum se poate trece la estimarea erorii de aproximare pentru schema propusa in (3.1).

TEOREMA 3.3. In conditiile teoremei 3.2, dacd u este solufia slabd a problemei (1.1),

atunct

Sohot Jor, I1Bu(t) — 68|PPdt < C {7 + €% + (1Cs(e))* + (Ca(e) B(e))* + B7(e) } -

unde Oa(t) = 0% pentru t € (tp_1,t1],k = 1,n si 0F rezolvd problema definitd in (3.2).

Demonstratie. Se pot urma urma ideile demonstratiei date teoremei 2.6. Parcurgand

acelagi pasi pentru ecuatiile scrise in (1.5) i (3.2) se ajunge la

Z (u ) — o (0 — 0, / " B —9k]dt>

te—1

— / t' ~ #ldt, /t:il[ﬁ(u)—9k+ﬂ(e)]dt>:o,

Pentru fiecare 6,1 € () + V poate fi definita functia

(3.6)

_|_
M»
—

1

(3.7) o(6,) = / (571) (s + (1 — 5)4)ds,
0

pentru care se observa ci, oricare ar fi 6,14 € 3(g) + V, are loc

a(0,9)(0 —v)=67(0) — 87 (¥).
Adunand si scizand S71(0%) — f71(0"1) = o(#*,0"") in primul termen al egalititii (3.6)

se ajunge la o relatie asemanatoare celei din (2.14), cu mentionarea aparitiei termenului

suplimentar

(38) T= ZZ ( (0, 01) — gy 1)(9@'—9”),[ (8(u) —ok]dt> |

k=1 =1

Lipschitz continuitatea lui §’ impreuna cu relatiile (1.7), (3.3) implicd inegalitatea

(39) 0(6,6°) = 0ia] < LyCa(e)or a6 — 6]
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De aceea, avand in vedere mérginirile a.p.t. ale lui 3(u) si 6¢,7 = 1, n, datoritd stabilitatii

demonstrate in (2.5), 7' poate fi estimat dupa cum urmeaza
n k . . tr
71 $EaCe? T3 | ooald =07 [ 30) —
k=1 i=1 tp—1

<CTLsCy(e) Z /Tt (8F — 67 1))

SCTLgCg(s) :

(3.10)

Restul demonstratiei este identic cu cea pentru cazul implicit.

OBSERVATIA 3.4. Schema semi-implicita are un ordin de convergenta mai mic, de-
pinzand de proprietatile lui 4. In cazul ecuatiei mediului poros obtinem o eroare de

ordinul 7/?™. Rezultatele numerice arati insi ci aceasti estimare este prea pesimisti.
Ca si in cazul anterior, teorema de mai jos se refera la eroarea in raport cu u.

TEOREMA 3.4. In conditiile teoremei 3.3, daca u este solutia slabd a problemei (1.1),

atunci pentru orice k =1,...,n are loc
[u(te) = 871001 < C {7+ +7Cs(e)* + (Ca(e)B(e))” + B(e) } -
4. Analiza discretizarii complete

Aceastd sectiune este dedicatd discretizdrii complete a problemei descrise in (1.1). In
cele ce urmeaza ne vom referi doar la metoda implicta, cazul semi-explicit putand fi tratat

analog.

4.1. Discretizarea spatiala. Trecem acum la discretizarea spatiala a problemelor
semidiscrete prin metoda elementului finit. Pentru diferitele aspecte teoreetice legate de
aceasta vom face referire la [9] ori [28]. In dauna metodei standard s-a adoptat varianta
condensarii masei - lumped mass method, [35] - pentru cd pemite conservarea principiului
de maxim si la nivelul discret. Exista numeroase lucrari care fac uz de aceasta abordare
in tratarea unor probleme de acest gen - [2], [5], [13], [24], [25], [13], [26], [33], [36].

Consideram familia {Sy,}, de descompuneri regulare ([9]) ale inchiderii domeniului
Q C R? in simplexe d-dimensionale (inchise); h se referd la ordinul de mirime al ele-
mentelor. Pentru simplitate se presupune ci Q = Ures, T. Prin urmare este neglijati
eroarea datorata nedescompunerii exacte a domeniului in elemente de tipul celui precizat.

O analiza completd in acest sens poate fi gasitd, de exemplu, in [26]. Prin

Vi ={p € C(Q) : p|r este liniard pentru orice T € S, ¢|sq = 0}
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am definit submultimea elementelor finite d-simplicial liniare avand valori nule la frontiera.

Acestui spatiu liniar 1i atagam urmatorul produs scalar

(4.1) 06 e h—Z/HhX(pda:—Z

TeSy TeS

meas(T

Zx (4D

pentru oricare doua elemente d-simplicial liniare y, ¢. Prin II, am desemnat operatorul
local de interpolare liniar#, iar AT k = 0, d sunt varfurile elementului 7. (-,-);, genereaza
pe V,, 0 normi - notatd cu || - || - si este echivalent cu produsul scalar uzual (-, -).
Principiul de maxim joaca un rol esential in abordarile propuse in acest capitol. De
aceea vom presupune ca fiecare descompunere Sj este acutd. Prin aceasta se conserva
proprietatea doritd de noi ([10]).
Relatiile de mai jos reflecta legatura dintre cele doua produse scalare mentionate

anterior. Pentru orice y, ¢ € V), are loc
Crllxll < lIxlln <Colixl;
[0 @)nl <Clixllllel],
(4.2) 106 @) = O @)nl <Clixllllel],
[(x: ©) = 06 @Inl <ChlIxlallel,
(6, 0) = (6 0)nl <CR|IxIh Il

unde C, C si Cy sunt constante generice. Pentru demonstratie ne vom referi la [11], [30].
Avand definit cadrul de mai sus se poate da formularea variationala a problemei
discretizate complet. Ea reprezinta rezultatul discretizarii spatiale a problemelor neliniare

de tip eliptic definite in (2.4).
( ) Ofk; € /8(5) + Vha
4.3
(A7 (05) — B~ (0,7 "), @) + 7 < Oy, 0 >=0,

pentru orice ¢ € Vi, 57 > 1, cu 6° definit mai jos.
Pornind de la datele initiale perturbate conform descrierii facute in (2.1), (2.3) putem

construi urmatoarea funtie din 8(¢) + V},

(4.4) up = Inf7H0°), 0 = T0B(up)

unde I, este proiectorul pe V}, definit pentru orice § € L*(§2) prin
(4.5) (10, 0)n = (8, ) oricare ar fi ¢ € V,.

Este usor de ardtat cd u) este cuprins intre € si M. Are loc 0 € 3(g) + V
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Mentionam faptul ca aceasta alegere este dictata de o analiza mai ugoara a problemei,
dupa cum va rezulta in subsectiunea corespunzatoare. Din punct de vedere practic poate
fi luata orice alta aproximare a datelor initiale perturbate, insa rezultatele obtinute cu

varianta propusa mai sus sunt mai bune.

4.2. Metoda iterativi. In aceast3 parte propunem o metoda iterativa de rezolvare a
problemelor neliniare discrete definite in (4.3). Aceastd abordare reprezinta o alternativa
la iteratia propusa in (2.7) care, aga cum afirmam in observatia 2.2, are un ordin de
convergenta redus.

Cu o(0,%) definit 1n (3.7), intrucat V;, C V, pentru fiecare k& = 1, n putem considera

sirul problemelor discrete
9_;7, € ﬁ(&‘) + Vh7

(4.6) _‘ ) _
(i, 08) (0L — 08), o) +7 < 0,0 >= 0

pentru orice ¢ € Vi, unde 89 = 0%, o(6°,65) = () (6%) si 0F € B(e) + Vi. Datele initiale
descrise in (4.4) completeaza aceast a definitie.
Problemele de mai sus reprezinta discretizarea urmatoarei secvente de probleme elip-

tice liniare
0" € B(e) + Hy (),

(4.7) B _
(00105 (0" — 6), p) +7 < 0, >= 0,

pentru orice ¢ € H}(Q) si i > 1, unde 6° = 6%, 5(6°,6%) = (5~1) (6*).

Aceste probleme sunt bine definite doar in cazul in care 6f € ((g) + Vj, respectiv
0% € B(e)+V. Intrucat datele initiale au aceste proprietdti, demonstratia pentru k > 0 se
poate face prin indutie matematica. Pentru aceasta este necesar sa aratam convergenta
sirurilor {f: };en, respectiv {#'};cn, in multimile inchise 3(g) + Vi, respectiv G(g) + V.
Limitele corespunzatoare acestor giruri vor fi chiar solutiile la momentul urmator.

Trebuie si demonstram cd, pornind cu 0%, respectiv §* avand proprietétile dorite de
marginire, girul solutiilor are proprietati similare si converge. Cazul semidiscret este mai
dificil de tratat. O idee In acest sens este furnizatd in [21], dar nu vom insista asupra
ei aici intrucat suntem interesati de discretizarea completa. Ne vom limita la problemele
definite in (4.6).

Fie {1;},_1, baza canonici in spatiul V}, atasatd descompunerii S, a domeniului; Ny,
este numarul nodurilor interioare ale triangularizarii. Prin urmare, pentru orice nod A;

si orice functie v;, 7,5 = 1, N, are loc

(4.8) Yi(45) = b,
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unde 6;; este simbolul lui Kronecker. Orice element x € V}, poate fi reprezentat in aceasta
bazi sub forma x = S y(P).

Luand in ecuatia (4.6) drept funtii test tocmai elementele bazei canonice, tinand seama
de comprimarea masei, pentru fiecare 7 > 0 se ajunge la urmatorul sistem liniar asociat
problemei definite in (4.6)

4.9 M1+ 74,)0" = Mi~le*,
h h

unde ©°, ©F sunt vectori continand valorile nodale ale lui 8%, 0. A, reprezintd matricea
de discretizare a operatorului - in cazul nostru Laplace - in baza consideratd (stiffness
matriz). Elementele ei sunt (A,); = (V;, Vi) cu i,j = 1,N,. M} este matricea
diagonald obtinutd prin condensarea masei inmultiti cu valoarea nodald a lui o (@, %),
respectiv

(M) = 0 (A0, 5(40) - "2
unde [, j = 1, N, iar prin A; am desemnat reuniunea d-simplexelor cu proprietatea ci A,
este nod al acestora, iar meas(4;) reprezinta volumul acestei multimi.

Datorita presupunerilor facute asupra triangularizarii Sy, M ;L + 1Ay, este o M-matrice
([10]). Are loc agadar varianta discret# a principiului de maxim, deci dacd 0f € B(g)+V,,
acelagi lucru se poate spune pentru intregul sir {#:,i > 0}. Prin urmare ecuatiile din
(4.6) au sens.

Vom schita acum demonstratia convergentei sirului {f%,7 > 0} 3. Pentru aceasta
avem nevoie ca (3 sd aiba proprietatea cerutd in observatia 3.1. Fie i > 1. inmul@ind
relatia scrisi in (4.9) cu (M, *)™! si scéizand rezultatul obtinut pentru i — 1 din cel

corespunzator lui 7, se ajunge la egalitatea
(4.10) (In, + 7Dy Ap) - (O = O =7(Dy ™ = D;72) - Ay - O,
unde prin Dj am desemnat inversa lui M, iar Iy, este matricea unitate de ordin N,. Cu
notatia
F—0 _ Gt
in situatia in care # si /' Indeplinesc conditiile cerute, poate fi ardtat ca, pentru orice

i = 1, Nj,, elementele matricii diferentd (D) — Di~?) satisfac inegalitatea

(4.11) (D = Di )] < LyCye) 1 N

meas(A,;
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Inmultind in (4.10) cu inversa matricii (Iy, + 7D A,) si trecand la norma matricials

generata de cea vectoriala [, - euclidiana - are loc
(412) €] < 7l (T, + 7D} *40) 1D} = D 1A .

Intrucat pe spatiile finit dimensionale oricare doua norme sunt echivalente, inegalitatea

de mai sus se pastreaza si in cazul normei vectoriale /o, pana la o constanta C. Asadar,
(4.13) 1€']loc < CTI(Iny, + 7Dy " An) Mool Dy = Dy llooll Anllool| €l oo
Inegalitatea din (4.11) conduce la

(4.14) 1D} = Di*lloo < CR™LyCa(e)[le™ I,

iar pentru Ay, intrucat descompunerea Sj este regulara, are loc

(4.15) | An|oe < CR*2.

Estimarea normei ||(Iy, + 7D} *A;)7%||o poate fi ficutd pornind de la definitia normei

generate de norma [*°. Prin reducere la absurd se obtine
(4.16) (I, + 7D Ap) oo < 1.

Incluzénd aceste inegalitdti in (4.13) si tindnd cont de principiul de maxim dedus anterior

pentru a mirgini superior ||©°!||, rezults relatia

(4.17) 1€'|cc < CTh™2Co(&) |6 0o-

Prin urmare s-a demonstrat convergenta sirului solutiilor. Are loc

LEMA 4.1. Pentru T suficient de mic si 0f € B(g) + Vi, sirul solutiilor problemelor
definite in (4.6) este convergent in (3(g) + Vj.

OBSERVATIA 4.1. Rezultatul de mai sus justifici existenta limitei 0! = lim; .., 0%.

Este usor de verificat faptul ci 0¥*! rezolva problema neliniars definitd in (4.3).

OBSERVATIA 4.2. In exemplele numerice a fost adoptat in special schema iterativi
descrisd acum. Pentru fiecare £k = 1,n, prima iteratie este corespondentul discret al
metodei semi-implicite. De fapt, in majoritatea exemplelor, nu a fost nevoie de iteratii

suplimentare celei initiale.

OBSERVATIA 4.3. Restrictia care rezulta relativ la pasul de timp 7 este extrem de
severa si nu este sustinuta practic. Cu toate acestea, in cazul in care iteratia de mai
sus nu converge, poate fi adoptatd varianta discretd a schemei propuse in (2.7). Intr-o
maniera similara celei din cazul semidiscret se poate obtine convergenta iteratiilor fara a

impune o restrictie asupra parametrilor de discretizare.
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4.3. Estimarea erorii. Trecem acum la analiza erorii de discretizare pentru metoda

propusa in (4.3). Pentru aceasta vom considera urmatoarea problema ajutatoare

Ug ce+ Vh,
(4.18) . 1 .
(up, —up @)+ 7 <IpB(uy), ¢ >= 0,
pentru orice ¢ € Vj, gi i > 1, cu u) definit in (4.4).
Vom arata mai jos ca aceasta problema nu reprezinta decat o forma echivalenta a celei
definite in (4.3). Prin urmare, rezultatele obtinute pentru pentru problema auxiliarg vor

fi valabile gi in cazul celei initiale.

OBSERVATIA 4.4. Principiul de maxim este satisfacut in cazul ambelor probleme, iar
demonstratia acestei afirmatii poate fi facuta fie analog demonstratiilor din sectiunile
precedente, fie ca rezultat al procedeelor iterative. La fel se poate justifica existenta si
unicitatea solutiilor celor doua seturi de probleme, in cazul nefolosirii iteratiilor putand fi

aplicata lema Lax-Milgram neliniara.
Urma toarea lema sustine asertiunea referitoare la echivalenta probelmelor.

LEMA 4.2. Pentru orice k = 1,n, dacd 0F € B() + Vi si uf € ¢ + V), sunt solutiile
problemelor definite in (4.3), respectiv (4.18), alegind datele initiale conform (4.4), are

loc
(4.19) 0F = 1, 8(uy).

Demonstratie. Scazand din (4.18) relatia (4.3) si insumand rezultatul obtinut pentru

j =1,k se ajunge la
k
(4.20) (uf — B (08), 00w — (uf — B7(OR), 0)n + 7 Y _ (TaB(u3) — 03, 0) = 0.
7=1

Dar, conform alegerii datelor initiale, 89 si u) fiind din V},, are loc 69 = I1,3(uY), deci
u) =T,B871(0Y). Rezulta de aici cd al doilea termen in (4.20) este nul.

Intrucat [, 3(uf) — F este, pentru orice k, un element din Vj, se poate lua ¢ =
I, 6(uf) — 0% in (4.20). Insuménd rezultatul obtinut pentru & = 1, n i tindnd seama de
observatia anterioara rezulta egalitatea

n

(4.21) S (uf — 67108, IB(uf) — 05)n+7 > > (IuB(u]) — 65, LB (uf) — 05) = 0.

k=1 k=1 j=1
Este usor de remercat pozitivitatea celor doi termeni din partea stanga, ceea ce implica

egalitatea fieciruia cu 0. Avand in vedere definitia produsului scalar (-, -),, rezultd ca,
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pentru orice k, are loc
u(A) = 671(0;)(A4)
pentru fiecare nod al triangularizarii S,. Cu aceasta demonstratia este incheiata.
Evaluarea erorii de aproximare rezultd acum urmand ideile cuprinse in [13], lucrand
insd cu problema auxiliard din (4.18). O demonstratie alternativa poate fi datd si prin
inductie, aceasta abordare necesitand o atentie sporita la constantele ce se insumeaza.

Nu vom mai da detalii aici, multumindu-ne sa prezentam rezultatul final.

TEOREMA 4.3. Presupundnd adevdrate (A1) si (A2), daca u este solutia slabd a prob-

lemei #n (1.1) si, pentru orice k > 0, OF rezolvd ecuatia (4.3), ludnd h = O(1) are loc

Yict Jor 18(u(t)) = 6}]|%dt < C {7+ €2 + (Cale)B(e))* + 5*(e) } -

te—1

OBSERVATIA 4.5. Restrictia impusa parametrului i este de ordin pur teoretic. Ea
contravine conditiei impuse lui 7 In sectiunea precedenta si nu este verificatd practic.
Abordari diferite ale estimarilor de eroare - cum ar fi cea din [33] - conduc la eliminarea
oricdrei restrictii de acest gen, dar rezultatul va depinde de Cy(c). Acest fapt altereaza
ordinul de convergenta al metodei semidiscrete, ceea ce nu este cazul in rezultatul de mai

Sus.

OBSERVATIA 4.6. Toate observatiile facute in cazul semidiscret raméan valabile si in

acest context, incluzind si estimarea erorii referitoare la wu.

5. Exemple numerice

Aceasta sectiune este dedicata sustinerii efectivitatii metodelor propuse prin exemple
numerice. Problema test consideratd a fost definitd in (1.1), iar o solutie exactd este data
in (1.2). Exemplele se referd la aceasta situatie.

Se poate remarca faptul ca metoda insasi sugereaza utilizarea extrapolarii in raport
cu €. Desi nu avem o justificare riguroasa pentru aceasta, rezultatele numerice arata ca
aproximatia obtinuta in acest mod este mai buna, dar implica un efort suplimentar de
calcul.

Figurile prezintda eroarea absoluta - corespunzatoare normei L, dar analiza a fost
ficutd pentru norma L?. Acest lucru este vizibil gi prin faptul ci o rafinare a discretizarii
spatiale nu are un efect proportional asupra erorii absolute, aceasta restrangandu-si,
totusi, suportul. Fenomenul este explicabil prin faptul ca erorile cele mai pronuntate
apar in apropierea frontierei libere, deci ponderea masurii acestei regiuni este mai mica

in raport cu cea a intregului domeniu.
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Exact and numerical solutions, m=2, t=1.0s Exact and numerical solutions, m=6, t=1.0s

. . . . . . 0.9 F . . . . . 3
P o P
0.7 r IK o+ 1 0.8 r F—
E
0.6 1 0.7 ¢ 1
05 | | 0.6 r 1
05 ¢ 1
04 ¢ 1
0.4 1
03+ i
03 1
021 1 02} ]
01 1 01t 1
0 1 1 1 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 1
5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5
FI1GURA 1. Solutiile la momentul t=1.0s
The free boundary, m=2, t=1.0s The free boundary, m=6, t=1.0s
T T T T 05 T T E|
P —~—
JK —+—
0.02 | 04 E— |
03 1
0.01 | 02t |
0.1 i
0 1 1 1 0 1
4.25 4.3 4.35 4.4 4.45 4.5 4.55 4.4 4.5 4.6 4.7

FI1GURA 2. Frontierele libere la momentul t=1.0s

Primele figuri prezinta rezultate obtinute in cazul unidimensional. S-a considerat
intervalul [—5.0,5.0], iar pentru neliniaritatea §(u) = u™ au fost tratate doua situatii,
m = 2§l m = 6. vy respecta descrierea din (2.3) iar parametrul perturbatiei are valoarea
¢ = 0.0001 pentru primul caz si € = 0.005 pentru cel de-1 doilea. Pasul de timp este
constant, anume 7 = 0.01.

Ecuatiile eliptice rezultate au fost discretizate pe o grila uniforma cu h = 0.1, respectiv
h = 0.05. Solutia exacta este comparata cu rezultatele numerice furnizate de metoda
bazatd pe principiul de maxim, respectiv de metoda descrisa in [17]. In cazul ambilor
algoritmi s-a efectuat acelagi numar de iteratii. Pentru m = 2 o executie a fost suficienta,
in timp ce pentru m = 6 patru iteratii - asa cum au fost descrise in (4.7) - au produs o
imbunatatire a rezultatului.

In toate figurile solutia exacta este notatd cu E, cea numerica obtinuta prin metoda
Jager-Kacur cu JK, iar pentru aproximatia bazata pe perturbarea datelor s-a folosit

notatia P. In figurile 1 gi 4 sunt prezentate in paralel graficele solutiilor pentru m = 2 si
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Absolute error, m=2, t=1.0s Absolute error, m=6, t=1.0s

0.003

0.12 r J

0.1 1

0.002
0.08 r 1

0.06 J

0.001 0.04 | |

0.02 r | | J’J L

0
5 0 1 2 3 4 5

FicurA 3. Erorile absolute la momentul t=1.0s

Exact and numerical solutions, m=2, t=1.5s Exact and numerical solutions, m=6, t=1.5s
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F1curA 4. Solutiile la momentul t=1.5s

The free boundary, m=2, t=1.5s The free boundary, m=6, t=1.5s
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FicuraA 5. Frontierele libere la momentul t=1.5s

m = 6 in doua sectiuni de timp, t = 1s g1 t = 1.5s. La scara de reprezentare aleasa nu se
poate face nici o distinctie intre solutia exacta si cele numerice. Prin urmare, figurile 2 si

5 prezinta detaliile din zona frontierei libere, zona critica. Chiar si aici este greu de facut
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Absolute error, m=2, t=1.5s Absolute error, m=6, t=1.5s
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FiGUurA 6. Erorile absolute la momentul t=1.5s

o distinctie intre cele doua rezultate numerice. Comportamentul similar este sustinut si
de graficul erorilor absolute, aga cum rezulta din figurile 3 gi 6. Ultimele doua grafice
apartin erorilor absolute obtinute cu si fara extrapolare. Ele sunt notate cu P, respectiv
Ex.

Aceleasi situatii au fost considerate si in cazul bidimensional, cu exceptia faptu-
lui cd acum nu au fost efectuate iteratii nici in cazul m = 6, iar domeniul bidimen-
sional considerat este [—7.0,7.0] X [—~7.0,7.0]. Pentru implementarea exemplelor numerice
prezentate in acest caz s-a utilizat pachetul de programe UG ([7]), disponibil la adresa
http://dom.ica3.uni-stuttgart.de/. Toate datele prezentate sunt calculate la momentul
t = 1.0s. Reprezentarile grafice au in partea stanga proiectia plana a liniilor de contur, iar
in dreapta sectiunea prin origine, paralela cu axa Oz, a datelor bidimensionale. In figurile
7 si 8 sunt reprezentate aproximatiile marimii § = #(u) pentru m = 2, respectiv m = 6,
iar figurile 9 gi 10 contin erorile absolute in aceste cazuri. Urmatoarele figuri prezinta
situatiile similare pentru necunoscuta u. Rezolvarea numerica a problemelor rezultate s-a
facut prin metoda multigrid in patru rafinari succesive ale domeniului, pornind de la o
triangularizare uniforma cu un nod interior si opt pe frontiera. Ordinul de marime al
datelor reprezetntate este cuprins intre 0 si 1 pentru solutii, iar in cazul erorilor dupa
cum urmeaza. Eroarea in f este reprezentata pe scala 0 — 0.01, iar pentru cea in u s-a
ales 0 — 0.04 in cazul m = 2, respectiv 0 — 0.2 pentru m = 6. Aceasta ultima eroare este
puternic afectata de interpolarea datelor in zona gradientilor mari. Se poate observa insa

faptul ca erorile se concentreaza in jurul frontierei libere.
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FIGURA 7. Solutia numerica 6,

m=2, t=1.0s

F1cUrA 8. Solutia numerica €,

m=6, t=1.0s

FI1GURA 9. Eroarea absolutd f(u) — 6, m=2, t=1.0s
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F1GURA 10. Eroarea absolutd £(u)

— 0, m=6, t=1.0s

FiGura 11. Solutia numerica u, m=2, t=1.0s

FicurA 12. Solutia numerica u, m=6, t=1.0s
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FIGURA 13. Eroarea absolutd u — 7'(#), m=2, t=1.0s

I U

FIGURA 14. Eroarea absolutd u — $7'(#), m=6, t=1.0s



CAPITOLUL 4

Concluzii

Prin lucrarea de fata s-a urmarit introducerea autorului in unele aspecte legate de analiza
numerica a ecuatiilor diferentiale cu derivate partiale. S-a abordat un domeniu concret,
legat de ecuatiile parabolice degenerate - care apar sub diverse forme ca rezultat al anal-
izei aplicate, In ideea familiarizarii prin exercitiu efectiv cu una dintre cele mai raspandite
metode de discretizare spatiala - metoda elementului finit - precum si cu schemele nu-
merice pentru probleme nestationare.

Au fost expuse cu precadere rezultatele obtinute in urma aplicarii acestor metode in
cazul problemelor mentionate, aceasta in detrimentul unei expuneri exhaustive. Acesta
este si motivul pentru care s-a renuntat la definirea tuturor notiunile care intervin in
referat ori la includerea rezultatelor implicate, rezuméandu-ne la prezentarea in esenta a
aspectelor cu caracter de noutate.

Centrul de greutate al lucrarii consta in prezentarea algortimilor bazati pe principiul de
maxim. Degi aceasta idee a aparut de foarte mult timp in literatura, conform cunostintelor
autorului ea nu a mai fost folosita pana acum in vederea rezolvarii numerice a ecuatiilor
de tipul celui tratat. Pornind de aici s-au propus doua scheme numerice. Cea neliniara se
bazeaza pe o discretizare implicita in timp, pentru ea propunandu-se si metode iterative
de rezolvare, in timp ce varianta liniara are la baza o discretizare semi-implicita.

Totodata, vom remarca faptul ca schemele propuse sunt simple - agsadar usor de im-
plementat - gi eficiente. In sprijinul acestei afirmatii venim atat cu exemplele numerice,
cat si cu analiza teoretica. De mentionat este ordinul erorii de aproximare obtinut in
cazul schemei neliniare, care pana anul trecut a fost considerat optimal, fiind cel putin
comparabil cu cel al schemelor pentru care existd certitudinea aplicabilitatii (prin aceasta
am facut referire la algoritmii pentru care exista gi exemple numerice).

Dintre posibilele extinderi ale metodei vom mentiona unele cu caracter imediat. Pot fi
considerate conditii la frontiera de tip Neumann ori mixt, insa acestea trebuie sa permita
un control asupra degenerarii de genul celui propus. De asemenea sunt pemisi temenii de
ordin nul - termenii sursa, fiind eventual necesara o transformare a ecuatiei in prealabil.

Perspective pentru aceasta abordare se deschid si in cazul degenerarii cauzate de functii

39
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avand alte caracteristici (cum ar fi, de exemplu, probelemele Stefan), ori pentru ecuatii
dublu degenerate.

Nu se poate insa trece peste unele neajunsuri ale acestor scheme. In primul rand,
abordarea propusa este posibila exclusiv in cazul in care este valabil principiul de maxim.
De aceea gradul de generalitate al schemei este mai restrans, ea neputand fi extinsa dacat
la unele sisteme de ecuatii. De asemenea, nu sunt tratati termenii de ordinul intai, acestia
necesitand o discretizare specifica. Ambele aspecte apar frecvent in matematica aplicata,
cum ar fi curgerea multifazica, respectiv transportul gi convectia, §i necesita un studiu
suplimentar. Acestea ar fi directii generale de urmat pentru viitor.

Un alt aspect extrem de important ramas netratat - care la randul lui constite unul
dintre subiectele demne de a fi luate in considerare in cele ce urmeaza - il constituie
metodele de discretizare adaptiva, in combinatie cu tehnicile de rezolvare eficienta. Toate

aceste lucruri reprezinta un vast camp de lucru, intens studiat la ora actuala.
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